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Имеющиеся данные по измерению толщины и объёма горных ледников, а также существующие расчётные 
методы не позволяют достаточно точно установить запасы льда в горно-ледниковых системах. Обсуждаются 
существующие методы определения объёма горных ледников и запасов льда в горно-ледниковых системах, а 
также способы их более точной оценки на основе ограниченных данных о толщине и объёме отдельных лед-
ников. Оценивается ошибка определения объёма отдельных ледников при ограниченном числе измерений.

Введение
С научной и практической точек зрения важно 

знать количество и изменения во времени запасов 
воды в горных ледниках, поскольку сокращение их 
площади и объёма вызывает в настоящее время допол
нительное повышение уровня Мирового океана на 
0,41±0,08 мм / год [28, 32]. Кроме того, горные ледники 
служат важным ресурсом пресной воды, используемой 
для орошения, хозяйственных и производственных 
нужд, а также выработки электроэнергии. Площадь 
ледников в районах современного горного оледенения 
известна по данным каталогизации и инвентаризации, 
основанным на анализе топографических карт, аэро
фото и космоснимков разных лет. Так, в Мировом 
каталоге ледников [29, 39] содержится информация 
более чем о 130 тыс. ледниках по состоянию на вторую 
половину XX в. В этот каталог ледников вошли в том 
числе и данные для территории бывшего СССР, опуб
ликованные в 20 томах Каталога ледников СССР 
(1967–1982 гг.). Согласно другим данным, в районах 
горного оледенения, включая ледники вокруг ледни
ковых покровов Гренландии и Антарктиды, насчиты
вается около 160 тыc. ледников [19], которые занима
ют площадь около 785±100 тыс. км2 и содержат около 
260±65 тыс. км3 льда [23]. На территории бывшего 
СССР в районах горного оледенения насчитывается 
около 23 тыс. ледников (Каталог ледников СССР) 
суммарной площадью 23 750 км2 с общими оцененны
ми запасами льда 2000 км3 [6]. В последние годы ве
дётся инвентаризация ледников в районах горного 

оледенения по программе GLIMS на основе космиче
ских снимков ASTER со спутника TERRA (www.glims.
org), что позволяет оценить современное состояние 
горного оледенения Земли и его изменения за послед
ние десятилетия или даже столетия.

Вместе с тем сведения о толщине ледников, необхо
димые для определения их объёма, более ограничены: 
они есть только менее чем для 0,3% общего числа 
горных ледников [11]. Большинство этих данных полу
чено вдоль отдельных профилей или даже в отдельных 
точках; достоверные цифры о толщине ледников, при
годные для определения их объёма, ещё более ограни
чены. В 1950–60 годах основным и наиболее точным 
способом их получения были сейсмические методы от
ражённых и преломлённых волн [10], позднее − радио
локационные методы, обеспечивающие высо
кую (2–3%) точность измерения толщины льда с назем
ного и воздушного транспорта или в пеших маршру
тах [11]. В этой статье мы обсудим существующие 
методы определения объёма горных ледников и запасов 
льда в горноледниковых системах и пути их более 
точной оценки на основе ограниченных данных о тол
щине и объёме отдельных ледников.

Методы определения объёма горных ледников
Наиболее точно объём ледника определяется по 

карте толщины льда, построенной на основе данных 
площадной радиолокационной съёмки по густой сети 
точек или профилей измерений с последующим вы
числением объёма с помощью современных ГИСтех
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нологий. Если данных для построения карты толщи
ны льда недостаточно, то для оценки объёма ледника 
используют приближённые методы. Они применяют
ся, когда толщина льда измерена только вдоль одного 
профиля, например, вдоль осевой линии ледника [3], 
или в ограниченном числе точек [25]. Особую группу 
составляют балансоводинамические методы оценки 
объёма ледников [19, 24, 30, 33–35], которые требуют 
знания баланса массы, границ и высоты поверхности 
ледников, а также применения моделей, описываю
щих их течение и изменение площади или длины. 
В данной статье эти методы не рассматриваются.

Карты толщины льда по данным площадной съёмки. 
На горных ледниках площадные съёмки выполняют 
по системе профилей, покрывающих всю или только 
доступную для измерений площадь ледника. Такие 
измерения позволяют составить карту толщины льда 
и по ней определить объём всего или только исследо
ванной части ледника на момент измерений. При 
этом предполагают, что на краях ледника толщина 
льда равна нулю, поэтому необходимо как можно 
точнее знать границы ледника. Этот способ – наибо
лее точен, однако с его помощью в разных районах 
горного оледенения к настоящему времени определён 
объём только 235 ледников. Большой массив данных 
получен в Альпах: на территории Австрии, Швейца
рии и Италии в общей сложности получены материа
лы по 104 ледникам [21, 26, 28].

Наибольший объём площадных съёмок толщины 
льда выполнен на ледниках Алтая – в Северо, Южно
Чуйском и Катынском хребтах. Здесь в 2003 г. насчи
тывалось 730 ледников общей площадью 632,9 км2 [15]. 
В 1988–2001 гг. здесь были получены данные о толщи
не льда для 131 ледника, причём для 121 из них (16,4% 
общего числа) были построены карты толщины льда в 
масштабах 1 : 25 000 и 1 : 50 000, а также определены их 
объём и площадь [15–17]. Этот массив данных в на
стоящее время – самый большой для горноледнико

вых районов Мира и содержит ледники разных морфо
ло гических типов: долинные – 47, каровые – 27, 
кароводолинные – 37, карововисячие – 3, плоских 
вершин – 3, котловинные – 2, сложнодолинные – 1. 
Площадь их – самая разная: от 0,3 до 11,2 км2 (рис. 1). 
Общая площадь этих ледников – 269,75 км2, общий 
объём – 15,33 км3, средняя толщина – 56,8 м.

Для дальнейшего анализа мы выделили на Алтае 
четыре группы ледников по морфологическому типу: 
группа 1 – долинные и сложнодолинные ледники; 
группа 2 – каровые ледники; группа 3 – кароводо
линные и карововисячие ледники; группа 4 – плоских 
вершин и котловинные, полагая, что кароводолинные 
и карововисячие ледники, а также долинные и сложно
долинные ледники имеют схожие черты подлёдного ре
льефа. Ледники плоских вершин и котловинные выде
лены в отдельную группу, так как они представлены 
всего пятью ледниками. Этот массив данных по Алтаю 
использован нами, чтобы оценить, как ошибка опреде
ления суммарного объёма включённого в него 121 лед
ника зависит от морфологического типа, площади и 
числа ледников в соответствующей выборке.

Измерения по одному продольному профилю. При 
аэрорадиозондировании толщину льда чаще всего из
меряют вдоль одного продольного профиля, а для опре
деления объёма ледника используют приближённые 
методы [3, 5, 18]. В одном из них [3] исходными данны
ми служат высота поверхности, измеренная толщина 
льда вдоль продольного профиля, а также высота и ну
левая толщина льда на краях ледника (метод трёх 
точек – МТТ). Объём ледника V вычисляется как про
изведение площади отдельных поперечных сечений 
ледника Fi на расстояние di между этими сечениями:

V = ∑Fi di. (1)
При этом в случае определения площади попереч

ных сечений предполагается, что поверхность и тол
щина вдоль этих сечений имеют форму парабол или 

Рис. 1. Объём и пло
щадь 121 ледника 
Алтая по данным 
наземных радио
локационных ис
сле дований 1988–
2001 гг. [15–17]
Fig. 1. Volume and 
s u r f a c e  a r e a  o f 
121 glaciers in Altay 
according to ground
based radioecho 
sounding surveys in 
1988–2001 [15–17]
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полуэллипсов, проходящих через три точки, одна из 
которых находится на продольном профиле, а две 
других – на краях ледника. В простейшем случае (по
верхность ледника горизонтальная) этот параметр 
определяется соотношением

Fi = (2/3) hi wi, (2)
где hi – толщина ледника в точках пересечения про
дольного профиля и поперечных сечений; wi – 
ширина ледника вдоль поперечного сечения.

Если поверхность ледника горизонтальна и его 
поперечные сечения имеют форму полуэллипса, 
большая полуось которого ai равна половине ширины 
wi поперечного сечения ледника, а малая полуось bi – 
толщине ледника hi в точке пересечения продольного 
профиля и поперечного сечения, то площадь Fi попе
речного сечения ледника определяется как

Fi = 0,25 π hi wi, (3)
а объём ледника – по формуле, аналогичной формуле (1).

Из формул (2) и (3) следует, что по методу парабол 
площадь Fi поперечного сечения ледника в 0,84 раза 
меньше, чем по методу эллипсов. Тем не менее, по
скольку большинство долинных ледников занимает 
троговые долины Uобразной формы, предполагается 
[36, 37], что они имеют поперечное сечение параболи
ческой формы. Более точные оценки площади попе
речного сечения ледников Fi методами парабол и по
луэллипсов будут рассмотрены далее. Они учитывают, 
вопервых, отличие высот на концах поперечных про
филей и, вовторых, выпуклую или вогнутую форму 
поверхности вдоль этих профилей (рис. 2).

Метод парабол. При аппроксимации сечения лед
ника параболой по точкам X2 и X3 на краях ледника и 
X1 на ложе (см. рис. 2, а), уравнение параболы прини
мает следующий вид:

 (4)

где (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) – координаты точек X1, X2 и X3 
соответственно. 

Если точка на поверхности ледника находится ниже 
прямой, соединяющей точки X2 и X3(X4), или выше неё 

, то поверхность ледника также аппроксимируется 
параболой по аналогичной формуле с заменой координат 
(x1, y1) на (x4, y4) или (  , ) соответственно. При этом 
площадь сечения ледника вычисляется по формулам

S = Sp +  (5а)
или

S = Sp −  , (5б)
где Sp – площадь сегмента параболы, соответствующей 
ложу ледника;  и  – площади сегмента параболы, 
соответствующей поверхности ледника при выпуклой и 
вогнутой поверхности соответственно (см. рис. 2, а).

Площадь Sp определяется как

Sp = Sp1 − Sp2 − Sp3, (6)
где Sp1 – площадь прямоугольника; Sp2 – площадь под 
кривой F(x); Sp3 – площадь прямоугольного треуголь
ника (см. рис. 2, б).

Координаты (x0, y0) точки X0 вычисляются следую
щим образом:

Рис. 2. К расчёту площади сече
ния ледника путём аппроксима
ции его высоты поверхности и 
ложа параболами (а–в) и эллип
сами (г–е)
Fig. 2. Glacier crosssection area 
calculation using parabolic (а–в) 
and ellipsoidal (г–е) approximation 
of surface and bedrock elevation
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x0 = 0,5(xk1 + xk2); y0 = F(x0), (7)
где xk1 и xk2 – корни уравнения F(x) = 0 (действитель
ные или комплексные).

Далее вертикально перемещаем точку X0 на ось x и 
находим её смещённые координаты:

 = y1 − y0;  = y2 − y0;  = y3 − y0. (8)
Тогда

 (9)

Отсюда

Sp1 = | (x2 − x3)|; (10)

 (11)

Sp3 = |0,5(  − )(x2 − x3)|. (12)
Вычисления несколько упрощаются, если не пере

носить точку X0 на ось x, но тогда следует удостоверить
ся, что вся внутренняя область параболы находится над 
осью x. Площадь   вычисляется аналогично Sp с заме
ной координат (x1, y1) на (x4, y4), а величина

 =  − , (13)

где 1 – площадь под параболой, соответствующей по
верхности ледника; 2 – площадь прямоугольного тре
угольника (см. рис. 2, в).

Если вертикально переместить точку X3 на ось x, то

 = y1 − y3;  = y2 − y3;  = 0;  =  − y3; (14)

 ; (15)

 (16)

2 = |0,5 (x2 − x3)|.  (17)
Метод эллипсов. При аппроксимации сечения лед

ника эллипсом (см. рис. 2, г) площадь сечения вычис
ляется по формулам

S = Se +  (18а)
или

S = Se − , (18б)
где Se – площадь сегмента полуэллипса, соответствую
щего ложу ледника;  и  – площадь сегмента эллип
са, аппроксимирующего поверхность ледника при вы
пуклой и вогнутой поверхностях соответственно.

Далее центр координат переносится в точку X0 с ко
ординатами (x0, y0) (см. рис. 2, д); для этого выполняют 
следующие преобразования:

 = y1 − y0;  = y2 − y0;  = y3 − y0; (19а)

 = x1 − x0;  = x2 − x0;  = x3 − x0, (19б)

где

 (20)

Затем определяют площадь сегмента полуэллипса Se:

Se = 0,5Se3 − 0,5 1 − 2, (21)

где Se3 – площадь эллипса, проходящего через точки X1, 
X2 и X3; 1 – площадь сегмента эллипса, проходящего 
через точки ,  и X3; 2 – площадь прямоугольного 
треугольника X2X3 .

Параметры формулы (21) определяют следующим 
образом:

Se3 = πab, (22)

где

 ; (23)

 (24)

 (25)

2 = |0,5 (  − )|. (26)

Площадь  вычисляется аналогично Se с заменой 
координат (x1, y1) на (x4, y4), а площадь  – аналогично 
Se с заменой координат (x1, y1) на ( , ), (x2, y2) – на 
(x3, y3) и (x3, y3) – на (x2, y2) (см. рис. 2, е).

Оценка объёма ледников вытянутой и изометрической 
форм. Применительно к ледникам вытянутой и изоме
трической форм, к которым ближе всего ледники до
линного, кароводолинного и карового типов, для 
оценки точности этих двух методов мы использовали 
карты толщины ледников Марух (долинного типа) и 
Марушонок (карового типа) на Кавказе площадью 2,76 
и 0,043 км2 соответственно, построенные по данным 
площадной радиолокационной съёмки, выполненной в 
августе 2011 г. [7]. Для ледника Марух положение произ
вольно выбранного продольного профиля с известной 
толщиной льда, расчётных поперечных профилей 
(рис. 3, а) и рассчитанных вдоль них по формулам (4)–
(17) параболических сечений поверхности и ложа пока
заны на рис. 3, б, в; разность измеренных и вычислен
ных высот поверхности и толщины льда приведена на 
рис. 3, г, д. В данном случае продольный профиль 
выбран нами произвольно, чтобы имитировать измере
ние толщины льда с воздушного транспорта. Для ледни
ка Марушонок аналогичные данные отражены на рис. 4.

В обоих случаях расчётные поперечные профили 
проходили перпендикулярно продольному профилю. 
На леднике Марух расстояние между поперечными 
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профилями составляет около 23 м, на леднике Мару
шонок – около 14 м. Поскольку расчётные поперечные 
профили проходят под некоторыми углами к оси абс
цисс, для упрощения расчётов положения поперечных 
сечений вдоль каждого из этих профилей вычислялись 
в новой прямоугольной системе координат, повёрну
той на соответствующий угол. Рассчитанные методом 
эллипсов по формулам (18)–(26) поперечные сечения 
поверхности и ложа ледников Марух и Марушонок 

очень похожи на рассчитанные методом парабол 
(см. рис. 3, б, в; см. рис. 4, б, в) и поэтому здесь не при
водятся. Для вычисления объёма этих двух ледников 
сначала выполнялась аппроксимация ложа и поверх
ности методом парабол или эллипсов вдоль получен
ных продольных профилей. Затем эти значения интер
полировались по всей площади ледника для получения 
значений высоты ложа и поверхности в узлах регуляр
ной сетки с шагом 1 м. В итоге объём вычислялся инте

Рис. 3. Ледник Марух:
а – положение продольного профиля с изме
ренной высотой поверхности и толщиной льда 
и положение поперечных профилей, для кото
рых методом парабол вычислены высоты по
верхности (б) и ложа (в); разность измеренных 
и вычисленных методом парабол высот поверх
ности (г) и толщин льда (д)
Fig. 3. Marukh Glacier:
a – location of a longitudinal profile with glacier 
surface elevation and ice thickness measurements 
and crosssection profiles location, for which gla
cier surface (б) and bedrock (в) elevations were cal
culated using parabolas and ellipses methods; dif
ference between measured and calculated using 
these methods glacier surface elevation (г) and ice 
thickness (д)

Рис. 4. Ледник Марушонок.
Условные обозначения см. рис. 3
Fig. 4. Marushonok Glacier.
Symbols refer to Fig. 3
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грированием разностей высот поверхности и ложа по 
всей площади ледника с таким же шагом.

Из рис. 3, г, д следует, что наибольшие расхожде
ния между измеренными и расчётными высотами по
верхности и толщиной льда на леднике Марух достига
ют соответственно 30 и 180 м и относятся к участкам в 
его прибортовых частях. На леднике Марушонок эти 
расхождения гораздо меньше и в прибортовых участках 
не превышают ±10 м. Вычисленные методами парабол 
и эллипсов объёмы ледников Марух и Марушонок 
приведены в табл. 1. Погрешность оценки объёма лед
ника Марух методом парабол и эллипсов равна соот
ветственно 33 и 52%, ледника Марушонок − 8 и 35%. 
Оценка точности основана на данных всего по двум 
ледникам. Однако результаты согласуются с получен
ными ранее на примере ледников Шпицбергена, По
лярного Урала и Джунгарского Алатау похожего типа 
[3, 18]. Учитывая сказанное, мы полагаем, что для 
оценки объёма ледников долинного и карового типа, 
имеющих вытянутую и изометрическую формы, для 
которых есть карты высоты поверхности и определены 
их границы и площадь, можно использовать данные 
радиозондирования по отдельным продольным про
филям. При этом метод парабол обеспечивает прием
лемую погрешность вычисления объёма ледников вы
тянутой и изометрической форм: для ледников Марух 
и Марушонок она равна соответственно 33 и 8%. Пре
дыдущий опыт применения методов расчёта средней 
толщины льда и объёма отдельных ледников показал, 
что погрешность составляет в среднем ±20÷30% [34].

Мы вычислили также объёмы обоих ледников с ис
пользованием аппроксимации Topo to Raster 
ANUDEM [27] в программе ARCGIS, учитывающей 
гидрологическую корректность рельефа ложа – этот ал
горитм «старается», по возможности, убрать все замк
нутые котловины в рельефе дна долины, «чтобы дать 
воде возможность течь». Таким образом, в случае лед
никовых долин, возможно, объёмы льда будут заниже
ны, особенно если профилей измерений мало. Для лед
ника Марух ошибка измеренных и вычисленных этим 
способом объёмов льда составила менее 1%, а для лед
ника Марушонок – 21%. Следовательно, в рассмотрен
ных случаях методы парабол и Topo to Raster дают 
лучшие оценки объёма, чем метод эллипсов. Но a priori 
предпочтение не может быть отдано ни одному из 
первых двух методов без дополнительных данных о 
форме подлёдной долины. Сравнительно большáя 
ошибка оценки объёма ледника Марух методом пара
бол, вероятно, объясняется сложной топографией под

лёдного ложа этого ледника и значительной толщиной 
льда (до 330 м) в области питания при относительно не
большой ширине ледника (около 1 км). В таких случаях 
предпочтение может быть отдано методу Topo to Raster.

Оценка объёма льда в горно-ледниковых системах
Уже отмечалось, что данные по объёму горных лед

ников весьма ограниченны, тогда как сведения об их 
площади есть во многих базах данных и каталогах. По
этому для оценки объёма льда в горноледниковых V* 
системах было предложено несколько способов.

Формула Мазо–Глазырина. По этой формуле объём 
V* долинного ледника оценивается на основе динами
ческой модели стационарного ледника со средней вели
чиной баланса массы 50 г/см2 в области питания по 
формуле [9]

V* = 1,63Sho /(1 + ∆z/ho)0,774, ho = 0,073L0,5, (27)
где S – площадь ледника, км2; L – длина ледника, км; 
∆z – разность высот между высшей и низшей точками 
открытой части ледника, км.

Сравнение объёмов ледников Джунгарского 
Алатау, рассчитанных по формуле (27) и методом эл
липсов, показало возможность применения этого 
метода для ледников, площадью более 5 км2. В этом 
случае расхождение не превышало 20,6%, а среднеквад
ратическое отклонение составляет всего ±6,1% [13]. 
Лучшее совпадение получается, если в качестве высшей 
точки ледника принимать высоту бергшрунда, посколь
ку именно ниже него начинается движение ледника.

Формула САРНИГМИ. Другой способ предложен 
для оценки объёма Vg* группы из N ледников общей 
площадью Sg [8] (формула САРНИГМИ):

Vg
* = с(Sg

2/N), (28)
где с = 0,04.

Степенная функция. В основу формулы (28) поло
жена корреляционная связь между объёмом V (км3) и 
площадью S (км2) ледников вида
V = kS p (29)
с коэффициентами k = 0,027 и р = 1,5, выведенными 
из данных измерений толщины долинных ледников 
Каврайского и Красовского в Джунарском Алатау и 
ещё 28 ледников, для которых толщина льда была рас
считана методами Лагалли и балансов в предположе
нии, что их поперечные профили имеют параболиче
скую форму [2]. В результате дальнейших исследова
ний установлено [4, 5, 12, 13], что величина коэффи

Таблица 1. Объём ледников Марух и Марушонок, вычисленный методами парабол (1), эллипсов (2) и Topo to Raster (3)

Ледник Измеренный объём Vизм, 
км3

Вычисленный объём Vвыч, км3 Vизм/Vвыч

1 2 3 1 2 3

Марух 0,273 0,3633 0,4159 0,2728 1,3307 1,5233 0,9992
Марушонок 0,00051 0,00055 0,00067 0,000403 1,0784 1,3470 0,7902
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циентов k и р в формуле (29) зависит от многих 
факторов – морфологического типа ледников, их тер
мического и динамического режимов (медленного 
или быстрого отступания или наступания), положе
ния в горной стране. В разных районах горного оледе
нения она может изменяться в довольно широких 
пределах, поэтому и коэффициент с в формуле (28) 
также должен зависеть от названных факторов. Это 
подтвердилось при сравнении результатов оценок по 
формуле (29) с данными вычисления объёма ледни
ков Шпицбергена методом парабол [4].

В Северо, Южно–Чуйском и Катынском хреб
тах Алтая общая площадь 121 ледника Sg = 269,75 км2, 
общий измеренный их объём Vg = 15,33 км3, а вычис
ленный по формуле (28) объём Vg

* = 24,05 км3, т.е. в 
1,57 раз больше, следовательно, коэффициент с в 
формуле (28) должен быть равен не 0,04, а около 
0,025. На 2003 г. для всех ледников этих районов 
(N = 730) Sg = 632,9 км2, Vg = 33,03 км3 [14] и, соглас
но формуле (28), Vg

* = 21,95 км3 – в 1,505 раз больше 
измеренного, т.е. коэффициент с в формуле (28) 
должен быть равен приблизительно 0,027. Заметим, 
что величина этого коэффициента изменилась очень 
мало по сравнению с предыдущей оценкой для 
общего числа ледников (N = 730). Этот пример пока
зывает, что для оценки запасов льда в крупных горно
ледниковых системах целесообразнее использовать 
формулу (29), но с другими, более подходящими для 
данной горной области коэффициентами k и р.

Из формулы (29) следует, что средняя толщина 
ледников

Hср = kS p−1,   (30)
а изменение объёма ледников ∆V в зависимости от из
менения их площади ∆S cоставляет:

∆V = kS p−1∆S. (31)

Оценки показали, что для долинных ледников ко
эффициенты k и р в формуле (29) могут изменяться в 
широких пределах и во многих случаях заметно отли
чаться от р = 1,375, основанного на теоретических 
оценках [20]. Часто они могут отличаться от этого 
значения р на величину от −35 до +40% (от 0,95 
до 2,00) [35] или на величину ±1,25 [38]. Похожий ди
апазон изменений коэффициента р показывают и 
данные по другим районам горного оледенения 
[22, 31]. Это относится и к коэффициенту k, который 
может изменяться от 0,016 до 0,048 [22]. В частности, 
для 63 ледников из разных районов горного оледене
ния (Альпы, Свальбард, Северная Америка) 
k = 0,0285, р = 1,357 (табл. 2).

Данные аэрорадиозондирования ледников Шпиц
бергена и Джунгарского Алатау вдоль их продольной 
оси показали [12, 13], что графики V = f(S) имеют две 
хорошо различимые ветви. Для ледников Шпицберге
на одна из них соответствует долинным и сетчатым 
ледникам с отрицательными формами подлёдного ре
льефа, другая – ледниковым куполам с положительны
ми формами подлёдного рельефа. Эти ветви характе
ризуются разными коэффициентами k и р: для одной 
k = 0,037, р = 1,357; для другой k = 0,041, р = 1,235. Для 
ледников Джунгарского Алатау обе ветви также соот
ветствуют ледникам разных морфологических типов: 
одна – висячим, шлейфовым и долинным ледникам, 
расположенным в глубине горных хребтов (k = 0,0298, 
р = 1,379); другая – висячим долинным, карово
долинным, шлейфовым, каровым, асимметричным ка
ровым и карововисячим ледникам, расположенным в 
верховьях притоков крупных рек (k = 0,0298, р = 1,202). 
Для ледников Алтая на графике V = f(S) также видны 
четыре ветви с разными коэффициентами k и р 
(см. табл. 2), которые соответствуют каровым (ветвь 1), 
кароводолинным (ветвь 2), долинным (ветвь 3) и всей 
совокупности ледников (ветвь 5) (рис. 5).

Таблица 2. Связь между объёмом V и площадью S ледников Алтая и других районов горного оледенения в виде степенной 
функции V = kSp

Ледники* Число ледников N k p Коэффициент детерминации r 2

Ледники Алтая
Каровые (1) 27 0,048 1,222 0,864
Кароводолинные (2) 40 0,049 1,048 0,917
Долинные (3) 48 0,034 1,337 0,876
Плоских вершин и котловинные (4) 5 0,044 0,89 0,989
Все ледники Алтая (5) 121 0,037 1,304 0,905

Ледники других районов горного оледенения
Ледники Альп, Свальбарда, Каскадных гор с 
минимальной (6) и максимальной (7) величи
ной коэффициента р

63 0,0285 1,357±0,037 0,96

Ледники Альп с минимальной (8) и макси
мальной (9) величиной коэффициента р 16 0,0161 1,520±0,092 0,95

*Цифры в скобках – номера ветвей на рис. 5.
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Заметим, что в данном случае коэффициент детер
минации рассчитывался методом наименьших квадра
тов, а не путём стандартной операции определения 
тренда экспоненциальной функции в программе Micro
soft Excel. Это объясняется тем, что в последнем случае 

функция аппроксимируется в линейную путём лога
рифмирования, в результате чего в целом получают не
сколько отличные от первого метода значения коэффи
циентов k, р и r 2. Для каровых и кароводолинных лед
ников (ветви 1 и 2) аппроксимирующая степенная 
функция (29) заметно отличается от таковой для всех ис
следованных ледников Алтая (ветвь 5), но ближе всего 
соответствует долинным ледникам (ветвь 3).

Несмотря на меньший коэффициент детерминации 
r 2, расчёты для ледников ветвей 1 и 2 дают меньшие раз
личия между измеренным Vmeas и расчётным Vcalc суммар
ным объёмом ледников Алтая, чем для ледников ветвей 3 
и 4, и тем более меньшие различия, чем при использова
нии «глобальных» (для Альп, Свальбарда и Северной 
Америки) (ветви 6, 7) и «регио нальных» (для Альп) 
(ветви 8, 9) коэффициентов k и р из табл. 1 (табл. 3).

На основании табл. 2 и 3 и рис. 5 можно полагать, 
что для горноледниковой системы с похожим распре
делением ледников по площади и морфологическим 
типам измерения на долинных ледниках позволят полу
чить степеннýю зависимость объёма от площади, наи
более близкую к общей зависимости для всех ледников. 
Приведённые данные показывают целесообразность ис
пользования региональных коэффициентов k и р для 
оценки запасов льда в разных горноледниковых систе
мах, а также разделения ледников для такой оценки по 
преобладающим морфологическим типам. Последний 
вывод согласуется с полученными ранее данными для 
Джунгарского Алатау [13], хотя тогда использовались 
менее точные оценки объёма ледников методом эллип
сов по данным аэрорадиозондирования вдоль их про
дольной оси. Это ещё раз указывает на целесообраз
ность оценки запасов льда в крупных горноледниковых 
системах с использованием соотношений вида (29), по
лученных для конкретного района горного оледенения.

Зависимость точности оценки запасов льда в горно-
ледниковой системе от количества и площади исследуемых 
ледников. Приведённые на рис. 1 данные по объёму 
121 ледника Алтая использованы также для оценки ко
личества ледников, которое могло бы обеспечить при
емлемую точность определения общих запасов льда в 
горноледниковой системе. Для этого применялся ста
тистический метод выборки. Описанная далее процеду

Рис. 5. Связь между объёмом V (км3) и площадью S (км2) 
ледников Алтая и других районов горного оледенения в 
виде степенной функции V = kS p.
Ветвь 1 соответствует 27 каровым ледникам; ветвь 2 – 
41 кароводолинным ледникам; ветвь 3 – 48 долинным ледни
кам; ветвь 4 − пяти ледникам плоских вершин и котловин
ным; ветвь 5 − всем 121 измеренным ледникам Алтая; ветви 6 
и 7 – 63 ледникам из разных районов горного оледенения 
(Альпы, Свальбард, Северная Америка) [22] с минимальной 6 
и максимальной 7 величиной коэффициента р; ветви 8 и 9 – 
16 ледникам Альп с минимальной 8 и максимальной 9 величи
ной коэффициента р [21, 22]. Обозначения ветвей и значения 
коэффициента р даны в табл. 2
Fig. 5. Relation between volume V (km3) and surface area 
S (km2) for Altay glaciers shown as volumearea scaling relation 
(V = kS p) for:
27 cirque glaciers (branch 1), 41 cirquevalley glaciers (branch 2), 
48 valley glaciers (branch 3), 5 flat summit and glaciers of depres
sions (branch 4), all 121 Altay glaciers (branch 5), 63 glaciers from 
different regions of mountain glaciation (Alps, Svalbard and North 
America) [22] with minimum (branch 6) and maximum (branch 7) 
values of coefficient p, 16 glaciers from Alps with minimum 
(branch 8) and maximum (branch 9) values of coefficient p [21, 22]. 
Marks of branches and values of coefficient p are given in Table 2

Таблица 3. Измеренные Vmeas и рассчитанные Vcalc объёмы ледников Алтая разных морфологических типов

Ледники Алтая Число ледников N S, км2 Vmeas, км3 Vcalc, км3 ∆V, км3 ∆V, %

Каровые 27 19,44 0,916 0,924 0,008 0,87
Карово–долинные 41 52,18 2,598 2,611 0,013 0,5
Долинные 48 187,17 11,373 11,23 0,143 −1,2
Плоских вершин и котловинные 5 10,95 0,439 0,437 0,002 −0,45
Все ледники 121 269,75 15,326 14,835 0,491 −3,2
Все ледники (по корреляционной связи для Альп)* 121 269,75 15,326 9,075 6,251 −41

*Для сравнения в последней строке дан расчёт по корреляционной связи (формула 29) со средними коэффициентами k и р для 
Альп из табл. 2.
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ра выполнялась отдельно для каждого типа ледников 
(каровых, кароводолинных, долинных) и для всех лед
ников вместе. Для каждого целого значения n от 3 до Nt, 
равного общему числу ледников типа t, случайным об
разом выбирались n ледников. На основе известных 
данных о площади S и объёме V этих ледников опреде
лялась эмпирическая функциональная зависимость 
V = f (S) объёма V от площади S вида (29). Коэффициен
ты k и p вычислялись методом нелинейной регрес
сии [1]. По данной зависимости вычислялась ошибка 
оценки суммарного объёма ледников в заданной выбор
ке (для данного типа ледников t) как разность ∆ между 
суммарным объёмом (данные измерений) и суммой 
оценок объёма ледников по полученной функциональ
ной зависимости (29) в процентах от суммарного объёма:

, (32)

где Vest – оценка объёма; Vi – измеренный объём iго 
ледника.

Чтобы получить статистические оценки для сред
него и разброса параметра ∆, использовался метод бут
стреппинга [40]. Описанная процедура повторялась 
1000 раз. Из тысячи результатов на каждом шаге были 
получены следующие статистические оценки: σmean, σ5, 
σ95, соответствующие среднему, 5й и 95й проценти
лям в данной выборке соответственно. Эти результаты 
представлены на рис. 6. В основе этих вычислений 
лежит предположение, что вся выборка, состоящая из 
121 ледника, представляет собой генеральную совокуп
ность, т.е. она описывает оледенение Алтая в целом. 
Мы допускаем это предположение, так как указанная 
выборка – один из самых обширных массивов прямых 
измерений площади и объёма ледников в отдельно 
взятом регионе, но мы не распространяем полученные 
результаты на другие горные системы. Ставилась и 
другая задача: проверить, можно ли уменьшить ошибку 
расчёта объёма оледенения, если выбирать модельные 
ледники для построения зависимости (29) не случай
ным образом, а с учётом площади ледников.

Отличие от основного алгоритма состоит в том, что 
каждый раз выбирается n из Nt ледников типа t не слу
чайным образом, а с дополнительными условиями: все 
ледники по площади разделены на восемь групп (0–0,4; 
0,4–0,6; 0,6–1; 1–2; 2–3; 3–4; 4–6; 6–8; > 8 км2), и за
полнение этих групп в выборке должно идти равномер
но. Если количество ледников в какойто группе недо
статочно для конкретной выборки, то выбираются лед
ники из других групп. Таким образом, мы формируем 
случайную выборку, но равномерно распределённую по 
указанным группам (насколько это позволяют исход
ные данные). Анализ полученных результатов показал, 
что, несмотря на наши ожидания, применение такого 

Рис. 6. Красным цветом показаны результаты вычислений 
при случайном выборе ледников. Чёрным пунктиром – при 
разбиении ледников на группы по размерам. Толстой лини
ей показано среднее, тонкими линиями – разброс (5я и 
95я процентили) ошибки ∆ оценки объёма ледников Алтая 
долинного (а), кароводолинного (б), карового типа (в) и 
всех ледников Алтая (г) по степенной зависимости (22), по
лученной для разного количества N ледников в выборке
Fig. 6. Results of calculations with random sampling showed in 
red. Results of calculations with sampling dependent on glacier 
size showed in dashed black. Bold line shows mean value, thin 
lines show of Altay glaciers volume spread (5th and 95th percen
tiles) of error ∆ estimate for valley (a), cirquevalley (б), 
cirque (в) and all Altay glaciers (г) using relation (22), obtained 
for different numbers N of selected glaciers
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подхода несильно повлияло на ошибку оценки суммар
ного объёма ледников (см. рис. 6). Разброс оценок 
объёма в результате разделения ледников на группы по 
размерам по сравнению со случайной выборкой замет
но снижается лишь в том случае, когда число ледников 
превышает 25–30. При этом для всей совокупности 
ледников подобная процедура привела также к зани
женным оценкам суммарного объёма, что, вероятно, 
связано с небольшим числом ледников площадью 
> 8 км2 в генеральной совокупности.

На рис. 6 видно, что при построении региональной 
зависимости уже по 5–10 ледникам ошибка оценки 
объёма всего оледенения в среднем не превышает 
5–10%. При построении зависимости по 10–15 ледни
кам с вероятностью 90% ошибка находится в пределах 
±20%, а для кароводолинных ледников – даже в пре
делах ±10%. Вообще, именно для кароводолинных 
ледников формула (29) даёт наилучшие результаты. 
Согласно рис. 6, оценка по формуле (29) завышает 
объёмы каровых и кароводолинных ледников, но за
нижает объёмы долинных ледников и всего оледене
ния. При этом результаты для отдельных морфологи
ческих типов ледников лучше, чем для всех ледников 
вместе, что подтверждает необходимость такого разде
ления. На это же указывает и ошибка оценки объёма 
оледенения по максимальному числу ледников каждо
го типа: для отдельных морфологических типов она не 
превышает 1%, а для всех ледников достигает 2,8%. 
При этом следует иметь в виду, что применение фор
мулы (29) для оценки объёма отдельных ледников 
может давать большие ошибки (более 80%), поэтому 
использование её оправдано только для оценки запа
сов льда в крупных ледниковых системах.

Выводы
1. Статистические выкладки, полученные на приме

ре ледников Алтая, показали, что для более достоверной 
оценки запасов льда в горноледниковой системе целе
сообразно использовать не «глобальную» зависимость 
между объёмом и площадью ледников, а региональную, 
учитывающую также морфологический тип ледников.

2. Для получения достаточно достоверной зависи
мости между объёмом и площадью ледников и, следо
вательно, более точной оценки запасов (суммарного 
объёма) льда в исследуемой горноледниковой системе 
можно ограничиться получением данных об их объёме 
на приемлемом для практических целей числе ледни
ков преобладающих морфологических типов и разме
ров в данном районе горного оледенения (для Алтая 
10–15). При этом ошибка оценки по 10–15 ледникам 
составляет менее 20%. Это намного меньше, чем при 
использовании «глобальной» зависимости (р = 1,357) 
или зависимостей, полученных для других регионов, 
например, для Альп (р = 1,52).

3. Приведённые на примере ледников Марух и Ма
рушонок на Северном Кавказе оценки объёма этих 

ледников по картам толщины льда и данным измере
ний толщины льда только вдоль центральной оси пока
зали, что для ледников вытянутой и изометрической 
форм методы парабол и Topo to Raster дают приемле
мую точность. Для ледника Марух различие измерен
ных и вычисленных этими методами объёмов не пре
вышает 33 и 1% соответственно, для ледника Марушо
нок – 8 и 21%. Метод эллипсов даёт бóльшие разли
чия – 52% для ледника Марух и 35% для ледника 
Марушонок. Сравнительно большая ошибка оценки 
объёма ледника Марух методом парабол, вероятно, 
объясняется сложной топографией подлёдного ложа 
этого ледника и большой толщиной льда (до 330 м) в 
области питания при незначительной ширине ледника 
(около 1 км). В таких случаях предпочтение может быть 
отдано методу Topo to Raster.

Полученные в данной работе выводы могут быть 
использованы при выборе ледников для измерений 
толщины льда и объёма, а также для оценки запасов 
льда в крупной горноледниковой системе.
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Summary
Volume (V ) – area (S) scaling approach (V = kS p, 

where V and S are obtained from direct measurements) 
is widely used for ice storage assessments in glacier
mountain systems. Accuracy of this approach was tested 
using surface area and volume dataset for 121 glaciers of 
different morphological type and sizes in Altay Moun
tains. It is shown that to increase total volume estima
tion accuracy, the coefficients k and p should be calcu
lated for dominant morphological glacier types in the 
given region. Volume assessments for individual glaciers 
can be done using limited ice thickness data along the 
longitudinal prof ile. For two glaciers in Caucasus 
volume was calculated using parabolic and Topo to 
Raster approximation for cross section profiles of their 
surface and bedrock with acceptable accuracy (from 1 
to 33%). It is also shown that icethickness data for 
10–15 glaciers of dominant morphological type is 
enough for adequate estimation of the total ice storage 
in given mountain system with error less than 20%.


